
Øe¹ení úloh 1. kola 42. roèníku fyzikální olympiády. Kategorie AAutoøi úloh: P.©edivý (1, 6), B. Vybiral (7), J. Hou¹tìk (5), L. Zdeborová (4),úlohy 2 a 3 jsou motivovány úlohami z èasopisu Kvant.1. Pùsobí-li podpìry umístìné v bodech A;B;C nadesku stejnými silami FA = FB = FC = F , mù-¾eme síly FB a FC nahradit jedinou silou FD =2F pùsobící ve støedu D úseèky BC (obr R1).Pùsobi¹tì výslednice sil FA a FD dìlí úseèku ADv pomìru 2 : 1. Je to tì¾i¹tì trojúhelníka ABC,které musí být toto¾né s tì¾i¹tìm desky.Gra�cké øe¹ení úlohy je na obr. R2. Kru¾nice k2rozdìlí desku na dvì èásti o tì¾i¹tích T1 � S aT2 � S2, jejich¾ plo¹né obsahy jsou v pomìru 2 : 1.Tì¾i¹tì T celé desky je urèeno vztahemjST j = jSS2j3 = r6 : A
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Obr. R2Støed D úseèky BC le¾í na polopøímce AT , pøièem¾ jADj = 1;5jAT j. Jestli¾e bod Ble¾í na kru¾nici k, musí bod C le¾et na kru¾nici k0 soumìrnì sdru¾ené ke kru¾nici kpodle bodu D, ale také na obvodu desky, tedy na kru¾nici k nebo k1. Pokud bod C1



le¾í na kru¾nici k1, musí bod B le¾et na kru¾nici k01 soumìrnì sdru¾ené podle boduD. Oba body B a C nemohou souèasnì le¾et na kru¾nici k1, nebo» bod D le¾í vnìkru¾nice a nemù¾e tedy být støedem její tìtivy.Gra�ckým øe¹ením dostáváme tøi dvojice bodù B1C1; B2C2 a B3C3. 5 bodùPøesnou polohu hledaných bodù urèíme poèetnì. Vzta¾nou soustavu zvolíme podleobr. R2. Platí: D h� r4 ; r2i ; S0 h� r2 ; ri ; S01 [�r; r] ;k : x2 + y2 = r2 ; (1)k0 : �x+ r2�2 + (y � r)2 = r2 ; (2)k1 : �x� r2�2 + y2 = �r2�2 ; (3)Øe¹ením soustavy rovnic (1), (2) dostaneme body B1 a C1. Øe¹ením soustavy rovnic(2), (3) dostaneme body C2 a C3. Zbývající body B2 a B3 mù¾eme urèit pomocívztahu �!CD = �!DB ) B = 2D �C :Po dosazení: B1[�0;992r; 0;129r]; C1[0;492r; 0;871r]; B2[�0;853r; 0;522r];C2[0;353r; 0;478r]; B3[�0;522r; 0;853r]; C3[0;022r; 0;147r]: 5 bodù
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2. Oznaème rychlosti válcù v ; �v , rychlost záva¾í u a odchylku nitì od vertikály �(obr. R3). Proto¾e nit má stálou délku, musí mít vektory v ; u stejnì velké prùmìtydo smìru niti: v sin� = u cos� ; u = v tg� : (1)Ke stejnému výsledku mù¾eme dojít i jiným postupem:v = �dxdt ; y = pl2 � x2 ; u = dydt = � 2xdxdt2pl2 � x2 = vxy = v tg� : 3 bodym m
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u� Obr. R3Válce jsou a¾ do srá¾ky pùsobením niti neustále urychlovány. Proto budou mít jejichrychlosti nejvìt¹í velikost vm v okam¾iku srá¾ky. Ze vztahu (1) plyne, ¾e velikostrychlosti záva¾í se pøed dosa¾ením dolní polohy bude spojitì zmen¹ovat k nule. Zezákona zachování energie odvodíme2mgl = 2 � 12mv2m ; vm = p2gl : 3 bodyBìhem celého pohybu platí2mgy = 2mgl cos� = 2 � 12mv2 + 122mu2 = mu2�1 + 1tg2 �� = mu2sin2 � ;u2 = 2gl cos� sin2 � :U¾itím diferenciálního poètu zjistíme, ¾e výraz dosahuje maxima prosin2 � = 23 ; cos� =r13 ; � = 54;7�a maximální rychlost záva¾í má velikostum = 4gl3p3 = 2r gl3p3 : 4 body
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3.a) V sériové vìtvi RC je napìtí na rezistoru fázovìposunuto o �=2 proti napìtí na kondenzátoru. Fá-zorový diagram celého obvodu na obr. R4 má tvarobdélníka. Proto UAB = U = 240 V. 3 body AB UUAB UR UR UCUC Obr. R4b) Ampérmetrem prakticky zkratujeme body A; B a obvod roz-dìlíme na dvì stejné èásti, na kterých bude stejné napìtí U=2.Souèástkami procházejí proudyIR = U2R = 0;12 A ; IC = U2XC = U!C2 = 0;377 A :V uzlu A se proud IR pøicházející z rezistoru dìlí na proudampérmetru IA a proud kondenzátoru IC . Z fázorového dia-gramu na obr. R5 plyneIA = IR � IC ; IA =pI2R + I2C = 0;396 A :4 body
U2IRIC

�IC IA'
Obr. R5c) Proud procházející ampérmetrem je fázovì opo¾dìn za sí»ovým napìtím o úhel' = arccos(IR=IA). Wattmetr tedy bude ukazovat výkonP = UIA cos' = UIA IRIA = UIR = 28; 8 W : 3 body
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4.a) Zvolíme vzta¾nou soustavu spojenou s rotující nádobou (obr. R6). Hladina jev ka¾dém bodì kolmá k výslednici sil pùsobících na èástici taveniny | síly tíhovéa setrvaèné síly odstøedivé. Ve vzdálenosti x od osy otáèení má teèná rovina sklontg� = FoFG = m!2xmg = !2xg = dydx :Integrací dostaneme rovnicimeridiánu rotaèní plochyy = Z !2xg dx = !2x22g + y0 ;co¾ je rovnice paraboly. Její ro-tací vznikne rotaèní paraboloid.Obr. R6 O
y

x� �FoFG 4 bodyb) Pøemístíme-li poèátek vzta¾né soustavy dovrcholu paraboloidu (obr. R7), zjednodu¹íse rovnice meridiánu na tvary = !22g x2 ; x2 = 2g!2 y = 2py = 4fy ;kde p je poloparametr paraboly a f ohnis-ková vzdálenost. Z toho!2 = g2f ; T = 2�r2fg = 10;8 s : O
y

xh
F R Obr. R73 bodyc) Vý¹ka parabolického vrchlíku o polomìru R jeh = R24f = 0;292 ma jeho objem V = hR0 �x2 dy = 4�f hR0 y dy = 2�fh2 = �R48f = 7;7 m3 : 3 body
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5.a) Rychlost soukolí se postupnì pøibli¾uje k mezní hodnotìlimt!1 v = C = 0;4 m�s�1:Derivujeme-li vztah pro v, dostaneme zrychlenía = dvdt = kCe�kt : (1)Smìrnice teèny grafu v bodì t = 0 je kC = C5 s . Z toho k = 0;2 s�1. 2 bodyb) V soukolí se indukuje napìtí Ui = Blv orientované proti elektromotorickému na-pìtí Ue. Obvodem prochází proud I = Ue �BlvR a na soukolí pùsobí magnetickásíla Fm = BIl, která mu udìluje zrychlenía = Fmm = BlUemR � (Bl)2mR v : (2)2 bodyc) Porovnáním vztahù (1) a (2) dostáváme:kCe�kt = BlUemR � (Bl)2mR C(1� e�kt) ;kCe�kt = BlUemR � (Bl)2mR C + (Bl)2mR Ce�kt :Aby tento vztah platil, musí být Ue = BlC ; k = (Bl)2mR :Odtud ji¾ snadno dostáváme B = UeCl = 138 mT ; R = U2emkC2 = 1;89 
 :2 bodyd) Ze vztahu pro v vyjádøíme t a dosadíme:t1 = 1k ln CC � v1 = 6;93 s : 1 bod Ze vztahu Fm = BIl = ma plyneI = dQdt = mBla = mBl dvdt ; dQ = mBldv :V èase t = 0 je v = 0; Q = 0, Proto Q1 = mBlv1 = mCv1Ue = 22 mC :Ze zdroje byla odebrána energie E1 = UeQ1 = mCv1 = 240 �J : 2 bodye) Kinetická energie soukolí je Ek = mv21=2, úèinnost je tedy� = Ek=E1 = v1=2C = 37;5 %.Zbývající èást energie odebrané ze zdroje zvìt¹ila vnitøní energii kolejnic a vozíku.1 bod
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6. Prùchod paprsku stìnou válcové nádoby je znázornìn naobr. R8. Platísin�1sin �1 � sin�2sin �2 = n2n1 � n3n2 = n3n1 ;kde n1 := 1 je absolutní index lomu vzduchu, n2 je abso-lutní index lomu materiálu stìny a n3 = n je absolutníindex lomu mìøené kapaliny. Je-li stìna velmi tenká, jsoukolmice dopadu prakticky rovnobì¾né a platí�1 := �2 ; sin�1sin �2 := n :Na indexu lomu materiálu stìny tedy nezále¾í.
�1 �1�2�2Obr. R8Odvození vztahu (1):Vyjdeme z obr. R9. Platí n = sin�sin � ; � = � + ' :

x xr rSZ Z0y� ����'
Obr. R9Pro malé y� := sin � := yr ; ' := sin' := yx ; n := �� := yr + yxyr = x+ rx :Odvození vztahu (2):Vyjdeme z obr. R.10 Pro malé y a h platí� 0 = 
� ; h := d� 0 = 
�d := 
ydd+ 2r ;� = � +  2 := y + h2r := y2r �1 + 
dd+ 2r� = y2r � d+ 2r + 
dd+ 2r ;� =  + � 0 := hr + hd = (d+ r)hrd := (d+ r)
yd(d+ 2r)rd = (d+ r)
y(d+ 2r)r ;n := �� := 2(d+ r)
2r + d+ 
d :7



d2rSy h ���  � � 0
Obr. R10
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7.a) 1. Pro dostøedivé zrychlení protonu platí (viz studijní text { D2):ad = v2r = evBpm ; kde m = mpr1� v2c2 :Z toho Bp = mpverr1� v2c2 = 2;21 T := 2;2 T : Pøi nerelativistickém øe¹ení,kdy bereme m = mp, jeB0p = mpver = 2;09 T := 2;1 T : 1 bod2. Tok protonù pøedstavuje proud I = �v. Úsek AB (a rovnì¾ úsek CD) vyvoláv bodì O pole o indukci (viz studijní text)Bl = �0I4�r (sin �1 � sin �2) ; kde sin �1 = 45 ; sin �2 = 0 :Ètvrtkruhový úsek vyvolá v bodì O magnetické pole o indukci (viz studijnítext) Br = �0I8r :Výsledná indukce B0p v bodì O má opaèný smìr ne¾ Bp a velikostB0p = 2Bl +Br = �0�vr � 25� + 18� = 1;3 � 10�9 T:B0pBp = �0�emp � 25� + 18�s1� v2c2 = 6;0 � 10�10:Pøi nerelativistickém øe¹ení je B0pBp = �0�emp � 25� + 18� = 6;1 � 10�10:Indukce B0p je ve srovnání s Bp zanedbatelná. 3 body3. Celková délka trajektorie a celkový náboj na ní jsouL = 2l+ �r2 = r�83 + �2� ; Q = L� :Z toho urèíme poèet protonù np = �Le = �re �83 + �2� :
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Relativistická kinetická energie v¹ech protonù jeEp = npE1p = �re �83 + �2� �mpc20BB@ 1r1� v2c2 � 11CCA == 2;4 � 10�3 J = 1;5 � 1016 eV : 3 bodyb) 1. Proto¾e náboj jedné èástice � je 2e a hmotnost m� := 4mp, jeB� := 2Bp = 4;4 T.2. Proto¾e poèet èástic je stejný a jedna èástice � má náboj 2e, je délková hustotanáboje �� = 2� a B0� = 2B0p = 2;5 � 10�9 T; a tedyB0�=B� = B0p=Bp.3. Proto¾e hmotnost m� := 4mp a poèet èástic i jejich rychlosti jsou stejné, jecelková kinetická energie E� = 4Ep = 9;7 � 10�3 J. 3 body
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